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Summary
Application of gamma distribution to arithmetic of iron losses of women and population data analysis for require-

ments are discussed. In factorial analysis for iron requirements in women, the sum of basal iron losses and menstru-
al iron losses is crucial. Because menstrual iron losses are skewed to the right, the sum of these losses is not a sim-
ple matter. The shifted lognormal distribution, convolution, and Monte Carlo simulation were applied for this problem. 
The use of gamma distribution makes this problem simpler. Gamma approximation by Stewart enables simple calcu-
lation of the sum of gamma random variables including basal iron losses and menstrual iron losses. The use of gam-
ma distribution enables simple calculation of population data analysis for requirements also. In addition, the basic 
characteristics of gamma distribution are summarized to help understanding of this new knowledge in nutritional sci-
ences.

はじめに

Dietary Reference Intakes(DRI) の枠組みに基づいて必
要量を推定する場合，必要量や損失量の分布が問題となる。
要因加算法では，2 つ以上のコンパートメントに由来する
損失を加算する必要がある。各損失の分布が正規分布に従
うならば，推定は比較的容易である。月経のある女性の鉄
損失は歪んだ分布であり，要因加算法によって総鉄損失の
分布を求めること自体が栄養学に課された大きな課題であ
る。筆者は，ガンマ分布を導入することによって，その課
題が比較的容易に解決できることを見出した。

基礎的鉄損失と月経鉄損失の合成

月経鉄損失（menstrual iron loss，日本人の食事摂取基
準 2020 年版 1）では，月経血からの鉄損失量）は，月経出
血量の分布が右に裾を曳く歪んだ分布であるため，基礎的
鉄損失（basal iron loss，日本人の食事摂取基準 2020 年
版 1）では，基本的鉄損失量）との合成は難題である。

1969 年の Joint FAO/WHO Expert Group では，月経

鉄損失は対数正規分布に従うとされ，さらに，基礎的鉄損
失と合成すると，その分だけ右にシフトした分布（shifted 
log-normal distribution 2））として総鉄損失が設定された 3）。
基礎的鉄損失は，個人間差のない一定値とみなされている。

1991 年には，Hallberg と Rosander-Hultén によって畳み
込み（積分）（convolution （integral））を用いて基礎的鉄損失
と月経鉄損失の分布を合成する方法が導入され 4），1998 年
の Joint FAO/WHO Expert Consultation に採用された 5）。
なお，関数𝑓𝑓(𝑥𝑥) と𝑔𝑔(𝑥𝑥) の畳み込みは，　　　　　　　　で
表される積分演算である。ここでいう関数とは，特に制限
は な く， 一 般 的 な 実 関 数 で あ る。Hallberg と Rosand-
er-Hultén の論文では数式は明示されていないが，当然，
基礎的鉄損失の確率密度関数と月経鉄損失の確率密度関数
が， 𝑓𝑓(𝑥𝑥) と 𝑔𝑔(𝑥𝑥) と に 相 当 す る。 た だ し，Hallberg と
Rosander-Hultén の論文 4）の Fig. 1 を見ると，probability 
of inadequacy 不足の確率は，absorbed iron 吸収鉄量が
mean value of basal iron losses 基礎的鉄損失の平均値以
下のときほぼ 100％となっており，実質的には shifted 
log-normal distribution と同様の上側分布関数の曲線と
なっている。その理由は明らかではないが，恐らく計算の
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際の積分幅が荒く，細部を再現できるだけの稠密性がな
かったためであろう。

2000 年のアメリカ合衆国・カナダの DRI 6）では，体重の
平方根が正規分布に従い，基礎的鉄損失は体重に比例し，
月経鉄損失は対数正規分布に従うとしている。この上で，
擬似乱数を用いるモンテカルロ法で両者の和を 10 万回繰
り返し求めて総鉄損失の分布としている。この操作で数学
的には非心カイ二乗分布に従う基礎的鉄損失と対数正規分
布に従う月経鉄損失の合成を行っている。つまり，アメリ
カ合衆国・カナダの DRI では基礎的鉄損失が正規分布に
従うとの仮定はおいていない。なお，非心カイ二乗分布は，
カイ二乗分布を含むより一般的な分布であり，ガンマ分布
と非常に類似している。

2003 年に Yokoi  7）は，正規分布に従う基礎的鉄損失と対
数正規分布に従う月経鉄損失の畳み込み計算を実施し，月
経のある女性の総鉄損失を求めている。この際，基礎的鉄
損失の変動係数は，第 6 次改定日本人の栄養所要量−食事
摂取基準−に従い 10％に設定している。また，総鉄損失
の計算を応用して後述する集団データ解析法を提案してい
る。

2019 年に Ghosh らは，インドの 18 歳から 49 歳の女性
において正規分布に従う基礎的鉄損失（変動係数 33％）
と対数正規分布に従う月経鉄損失の合成は畳み込みで得ら
れるが，閉形式（close form あるいは closed form）が存
在しないので，実際の算出に当たってはモンテカルロ法を
用いたとしている 8）。

なお，閉形式とは，明確な定義はないが微分，積分や無
限級数などを含まない数式であり，積分や方程式が解けた
状態である。特殊関数や収束する無限級数を含む場合は，
解析形式と呼ぶ場合も多いが，両者に明確な区別はない。
積分や方程式の解の閉形式が得られる場合，変量の振る舞
いが細部まで正確に記述され，計算自体も容易となるので，
発見が常に求められている。

2020 年に Yokoi  9）は，文献データの解析から，ガンマ分
布が基礎的鉄損失，月経鉄損失および鉄摂取量のすべてに
適合する分布であることを見出し，ガンマ分布を基盤にし
た損失量の解析をしている。その際，畳み込み，解析形式，
近似法を用いており，後段で詳述する。

ガンマ分布の特徴とガンマ分布を用いた損失量の合成

ここで，ガンマ分布の特徴と鉄損失合成への応用につい
て紹介する。

ガンマ分布は，確率密度関数の定義域が 0 以上に限られ
た分布である。右に裾を曳く点が対数正規分布に似ている
が，形態が変動係数に応じて大きく変化する点が異なる。
対数正規分布の確率密度関数の場合は，常に極大，すなわ
ち山がある。一方，ガンマ分布の確率密度関数の場合は，
変動係数が 100％以上の場合，山がなくなって単調減少と
なる。

栄養学で通常扱われる量（体重，摂取量など）では，変
動係数が 100％を超えることは先ずなく，ガンマ分布は右
に裾を曳く単峰性の分布を代表すると考えても特に問題は
ない。実際，生物現象を含む様々な量にガンマ分布が良く
適合することが知られている  9-  11）。

ガンマ分布は，形状母数（shape parameter）と尺度母
数（scale parameter）で記述される。形状母数を 𝑘𝑘 ，尺
度母数 𝜃𝜃 をとした場合，算術平均値は𝑘𝑘𝑘𝑘 ，標準偏差は
√𝑘𝑘𝜃𝜃 であり，変動係数は 1 √𝑘𝑘⁄  となる。変動係数が小さい
場合，ガンマ分布と正規分布は漸近的に近づき，変動係数
が 10％の場合，ガンマ分布は正規分布とほぼ一致する  9）。
栄養学で通常取り扱っている量は，0 以上の非負変量であ
る。これらの変量に対して定義域が負の数を含む正規分布
を適用することが一般的な取り扱いであるが，変動係数が
小さい場合に許される近似であることを今一度，想起する
必要があるだろう。

2 つの独立したガンマ分布に従う変量を合成した新たな
変量の分布の確率密度関数は，第 1 種 Kummer の合流型超
幾何関数を含む数式で記述されるが  10），Excel のワーク
シート関数にはない。Stewart らが提案したガンマ分布を
用いた近似法は，Excel のワークシート関数のみで計算で
きる  12）。確率密度関数の近似の忠実度は，Bhattacharyya
係数を用いて評価できる  9）。忠実度は，二つの分布が完全
に一致する場合に 1，完全に一致しない場合に 0 となり，
値が大きいほどその程度が高い。基礎的鉄損失と月経鉄損
失の場合，ガンマ分布を用いた近似の忠実度は 0.9998-
0.9999 である 9）。

Fig. 1 に，日本人女性の値 9）を丸めた値として，基礎的
鉄損失量の平均値を 0.78 mg/d，変動係数を 34％，月経鉄
損失の平均値を 0.64 mg/d，変動係数を 55％とし，解析形
式に基づく厳密分布と Stewart の近似によるガンマ分布
による総鉄損失の分布を例示した。確率密度関数の頂点付
近では，近似曲線（approximation）がやや低い点を除け

Fig. 1.   Exact analytic-form and approximation curves of probabil-
ity distribution function of total iron losses, where the bas-
al iron loss has 0.78 mg/d of the mean with 34% of the co-
efficient of variation (CV) and the menstrual iron loss has 
0.64 mg/d of the mean with 55% of the CV.
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ば，ほぼ完全に厳密分布の曲線（analytic form）と一致し
ている。

なお，Yokoi（2020） 9）で日本人女性の必要量推定の際に
用いた値は，年次年齢区分によって異なる。Fig. 1 では，
例示のために，これらの値に近い値を 1 つ設定したもので
ある。Yokoi（2020）9）では，食事摂取基準の方法 1）に従い，
国民健康栄養・調査における当該年次，当該年齢区分の女
性の体重の代表値を用いて，体重の 0.75 乗に比例すると
して男性の基礎的鉄損失の代表値から外挿して，女性の基
礎的鉄損失を求めている。月経鉄損失については，日本人
女性の文献レビューによる対数値の代表値から 7），個人内
変動を除去した上で換算している。換算によって得られた
算術平均値や標準偏差は，換算時の丸め誤差の混入を避け
るため，倍精度の数値としてそのまま計算に用いている。
Yokoi（2003） 7）中で報告された日本人女性の月経鉄損失の
文献レビューは，第 6 次改定日本人の栄養所要量−食事摂
取基準−以降，食事摂取基準における日本人女性の月経出
血量の代表値，したがって月経鉄損失の代表値の根拠とさ
れている。

Fig. 2 に，Stewart の近似による鉄損失の合成法を示
す 12）。二つの独立なガンマ分布に従う変量がある場合，平
均値同士を加えて新たな平均値とし，分散同士を加えて新
たな分散とする。この新たな平均値と分散をもって，新た
に得られたガンマ分布を規定する。

もしも，二つの独立な正規分布である場合は，上の計算
法で新たな正規分布として合成変量が完全に再現される。
この性質は正規分布の再生性と呼ばれ，統計学で学ぶべき
基礎的事項である 13）。

つまり，ガンマ分布を用いれば，困難とされている基礎
的鉄損失と月経鉄損失の合成が，正規分布の再生性と同程
度の簡便さで実施できる。種々の鉄損失量と鉄摂取量の分
布に関する文献データを解析した結果，月経鉄損失と鉄摂
取量にはガンマ分布が最もよく適合し（R 2 は概ね 0.999），
基礎的鉄損失にもガンマ分布がよく適合した（R 2 は概ね

0.98）。基礎的鉄損失に対して，正規分布が最も適合する
という結果であったが，ガンマ分布の適合度と殆ど差がな
く，また，変動係数が 34％という大きな値であり，鉄損
失量が 0 以上の値であることを考慮すると，ガンマ分布を
選択することが適切である。食事摂取基準では変動係数
10％が仮定されてきたが 1），再検討を要するであろう。

Yokoi（2020）9）でレビューした分布データが得られる 4
グループの男性の基礎的鉄損失を解析した。正規分布を用
いた場合，変動係数は 15.8％から 47.1％（中央値 29.7％），
ガンマ分布を用いた場合，変動係数は 16.0％から 46.9％

（中央値 30.1％）であった。正規分布に基づく値とガンマ
分布に基づく値はよく一致している。なお，集団データ解
析法で女性の鉄必要量を推定した際に用いた代表値は，元
の論文で報告されている算術平均と標準偏差から変動係数
を求めたものであり，しかも，分布データを含まない結果
も含むため若干数値が異なっている。

Yokoi（2020） 9）でレビューした，世界各地の 50 人以上を
対象に実施された月経出血量の調査データを解析した。
Yokoi（2020） 9）で報告した方法を用いて個人内変動を除去
した。正規分布を用いて解析した場合，月経出血量の変動
係数は 46.8％から 91.3％（中央値 64.6％）であった。一方，
ガンマ分布を用いて解析した場合，月経出血量の変動係数
は，50.8％から 78.9％（中央値 65.2％）であった。このよ
うに，正規分布に基づく変動係数とガンマ分布基づく変動
係数は良く一致している。ただし，集団データ解析法に基
づく日本人女性の鉄の必要量算定に当っては，調査対象
50 人未満の調査が複数あるので，それを含めて代表値を
定め，個人内変動を除去して日本人女性の月経出血量の変
動係数 55％が得られた 7, 9）。

ま た，2003 年 か ら 2007 年 の 国 民・ 健 康 栄 養 調 査 の
18-29 歳および 30-49 歳の女性の鉄摂取量の分布データを
再解析した。月経出血量と同様，Yokoi（2020） 9）で報告し
た方法を用いて個人内変動を除去している。正規分布を用
いて解析した場合，鉄摂取量の変動係数は 14.3％から
27.3％（中央値 23.3％）であった。一方，ガンマ分布を用
いて解析した場合，鉄摂取量の変動係数は，16.6％から
30.4％（中央値 25.0％）であった。正規分布から求めた変
動係数とガンマ分布から求めた変動係数は，ほぼ一致して
いた。ただし，集団データ解析法に基づく鉄必要量の推定
に際しては，対象集団の鉄摂取量データがあるので，代表
値ではなく，対象集団のデータに基づいて計算する。なお，
各変量の平均値補正済み R 2 値の詳細については，Yokoi

（2020） 9）を参照されたい。
Fig. 1 に示した値を再度用いて，基礎的鉄損失と月経鉄

損失をガンマ分布とする厳密分布（ガンマ-ガンマ）と，
基礎的鉄損失の分布のみを正規分布に変え，畳み込みによ
る合成分布（正規-ガンマ）を求めた。厳密分布（ガンマ-
ガンマ）に対する合成分布（正規-ガンマ）の忠実度は，
0.9980 であった。また，合成分布（正規-ガンマ）に集団
データ解析法 9）を適用して求めた各種指標の相対誤差は，

Fig. 2.   Calculation procedure of gamma approximation by Stew-
art et al., where the upper left curve represents gamma 
distribution with 0.78 of the mean and 34% of the CV and 
the upper right curve represents gamma distribution 
with 0.64 of the mean and 55% of the CV.
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すべて 1％未満であった。この結果は，基礎的鉄損失に対
して正規分布を選んでもガンマ分布を選んでも得られる推
定値に実質的な差はないことを示している。

ガンマ分布の集団データ解析法への応用

閉形式および畳み込みによる総鉄損失計算の利点は，集
団データ解析法が実行可能となることである 9）。モンテカ
ルロ法は偶然誤差があり，集団データ解析法で用いる積分
方程式の反復法は実施できない。

要因加算法による必要量の推定では，吸収率の代表値が
必要である。そのため当該栄養素のトレーサーを用いた数
多くのヒューマンスタディが実施されてきたが，欧米食を
基盤とした食事にほぼ限られる 6）。集団データ解析法では，
吸収率は集団データの解析によって決定されるため，吸収
率が明らかでない食事を基盤とした集団における必要量の
推定が可能である 9,  14）。

集団データ解析法は，栄養学の基本原理に基づいて構築
されている。
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この型の方程式は，1971 年に FAO の Lörstad が，摂取量
と必要量が正規分布に従う場合に限って解法を示し 15），
1986 年の National Research Council は，一般の分布にお
ける probability approach（日本人の食事摂取基準では，

「確率法」と訳）として採用し 16），DRI や食事摂取基準に
引き継がれた。筆者は区別のため，式 1 を 1 型栄養状態方
程式と呼んでいる。

式 1 は式 2 のように変形できる。筆者は式 2 を 2 型栄養
状態方程式と呼んでいる。
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ここでは，結論だけ記すが，損失量と摂取量がともにガ
ンマ分布に従う場合，2 型栄養状態方程式の解は，解析形
式で与えられる。損失量の形状母数を𝑘𝑘𝑡𝑡 ，尺度母数を 𝜃𝜃𝑡𝑡 ，
摂取量の形状母数を𝑘𝑘𝑐𝑐 ，尺度母数を𝜃𝜃𝑐𝑐 ，欠乏の有病率 D
を，F 分布の累積分布関数の逆関数を𝐹𝐹−1(∙ ; ∙ ,∙) とすると，
吸収率 𝛼𝛼 は次の式で与えられる  8）。

𝛼𝛼 = 𝑘𝑘𝑡𝑡𝜃𝜃𝑡𝑡
𝑘𝑘𝑐𝑐𝜃𝜃𝑐𝑐𝐹𝐹−1(𝐷𝐷; 2𝑘𝑘𝑐𝑐 , 2𝑘𝑘𝑡𝑡) 

 必要量は，形状母数 𝑘𝑘𝑡𝑡 ，尺度母数𝜃𝜃𝑡𝑡 𝛼𝛼⁄  であるガンマ分
布に従う。女性の総鉄損失は，ガンマ分布として充分に良
い近似が得られるので，そのまま必要量の分布が求められ

る。この際，F 分布の累積分布関数の逆関数は，Excel の
ワークシート関数 F.INV であり，ガンマ分布は GAMMA.
DIST なので，Excel さえあれば近似法は実行可能である。
ただし，F.INV のパラメータは整数に限られるので，よ
り計算精度の高い数値を必要とする場合は，パラメータが
実数であるワークシート関数 BETA.INV を用いた式を使
用する 9）。

結　語

このように，ガンマ分布を用いると，従来，困難とされ
てきた必要量に関わる事項が簡単に解決できる。本稿では，
その一端を示した。証明を含む詳細については，Yokoi

（2020） 9）を参照して頂きたい。ここでは，伝統的な方法に
従い，吸収率を単一の数値で代表させたが，実際には個人
間変動がある。吸収率の分布の問題は DRI でも手付かず
であり，今後の研究が待たれるところである。
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